
Geometria classica

Sebestis Xamb6 i Oescamps

Aquest capitol conte un promptuari de conceptes basics de geometria elemental (seccions
1 i 2) i una colleccio de problemes (secci6 3). Tambe conte una mostra de solucions, que

presentem en dues modalitats: d'una manera convencional a la secci6 5 iamb forma de dialeg
a la secci6 4. La ra6 d'incloure aquesta modalitat esta en el fet que ens permet introduir,
d'una manera directa i breu, questions relatives a la resoluci6 de problemes que poden ser

utils a alguns lectors.
Al lector mes interessat en la resoluci6 de problemes de geometria classica, li hem de

recomanar que comenci a treballar directament la llista de problemes, i que retorni a la

materia del capitol (0 a algun de Is textos indicats ales referencies] nomes quan ho consideri
necessari.

En canvi, al lector mes motivat per completar els seus coneixements geometries basics

(una necessitat que, per altra banda, pot ser mes general del que el nivell de la nostra

exposici6 podria fer pensar, sobretot atenent al tractament de la geometria que es dona a

primaria i secundaria}, li hem de recomanar que estudii primer les seccions 1 i 2, fins al punt
d'omplir tots els detalls de les demostracions que s'ometen, 0 de les demostracions de les

quals nomes es donen les pinzellades principals, i de resoldre satisfactoriarnent els exercicis

intercalats.
Per contrast amb un estudi sisternatic de la geometria, en el qual els sistemes geometries

mes importants s'erigeixen sistematicament a partir d'axiomes convenients, en aquesta expo­

sicio pressuposem un coneixement inturtiu de les nocions i els enunciats rnes primitus de la

geometria euclidiana plana, com ara els relatius a punts, rectes, angles i circumferencies,
Evitem aixi prolixes disquisicions, relatives a la construcci6 i analisi metodica d'aquests
conceptes i enunciats, que no aportarien gaire res als proposits del capitol i que, en tot cas,

s'estudien en cursos especffics de geometria.
El signe [0] al final d'una afirmaci6 significa que es considera que la prova d'aquesta es

facil 0 rutinaria, pero potser no totalment immediata, i per tant es recomana que el lector

la comprovi efectivament abans de prosseguir la lectura.
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Geometria

1 Triangles i circumferencies

EI fet que moltes figures es puguin estudiar relacionant-Ies amb triangles, com ara quan
admeten una triangulacio, fa que el triangle s'hagi de considerar com una figura fonamental,
i es per aquesta rao que se li dedica un espai considerable en els textos de geometria classica,

Per altra banda, l'estudi del triangle ha estat inseparable del de la circumferencia, basicament

a causa del fet que tot triangle determina una iinica circurnferencia en la qual es inscrit

i circumferencia circumscrita). Com a objecte d'aquesta seccio ens hem proposat, doncs, fer
una revisio d'algunes de les propietats basiques del triangle i d'algunes de les relacions mes

remarcables entre triangles i circumferencies,

Propietats basiques del triangle

Si ABC es un triangle, posarem a, b, c per indicar els costats oposats a A, B, C, respectiva­
ment. Els angles corresponents als vertexs es denotaran Ii, B, C, 0 (x, (3, /; son els angles
oposats als costats a, b, c, respectivament. L'altura corresponent al vertex A es denotara hA
o ha (i, analogament , hE 0 hb per al vertex B, i he 0 he per al vertex C). Amb les notacions

AB i [AB] indiquem, respectivament, la recta que uneix els punts A i B i el segment (tancat)
d'extrems Ai B. EI corresponent segment obert sera denotat (AB). La longitud del segment
[AB] sera denotada AB si pel context no hi ha perill que es pugui confondre amb la recta

que uneix A i B; en cas contrari, la denotarem JABj 0 AB.

Igualtat de triangles

Un desplacametit es una transformacio dels punts del pla que conserva les distancies (vegeu
el subapartat «Desplacaments», pag. 166). Dos triangles ABG i A' B'G' es diuen iguals, 0

congruents, quan hi ha un desplacament <.p tal que <.p(A) = A', <.p(B) = B' i <.p(C) = C'. Per

als tres criteris d'igualtat que segueixen, vegeu la figura 0.1.
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Figura 0.1: Criteris d'igualtat de triangles

Criteri CA C. Dos triangles son iguals si tenen iguals, respectivament, dos costats i l'angle
que formen. En particular, dos triangles rectangles son iguals quan els corresponents catets

son iguals.
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Criteri A CA. Dos triangles son iguals si tenen iguals, respectivament, un costat i els seus

dos angles contigus. En particular, dos triangles rectangles son iguals si tenen iguals un catet

i el corresponent angle agut.

Criteri CCC. Dos triangles son iguals si tenen iguals, respectivament, els tres costats.

Suma dels angles d'un triangle

La suma dels tres angles de qualsevol triangle es 7r (figura 0.2).

(3

Figura 0.2: Suma dels angles d'un triangle

E.!. Proveu que l'altura sobre el major dels costats d'un triangle es interior al triangle i

inferior ales altres dues altures.

E. 2. Sigui P el punt a l'interior d'un quadrat ABC D tal que Pci5 = Pi5C = 15°. De­

mostreu que el triangle AB P es equilater (indicacio: formeu un triangle BC pi congruent
amb CD P iamb pi interior al quadrat).

Desigualtat triangular

En un triangle cada costat es inferior a la suma dels altres dos.

E. 3. Donat un punt P a l'interior d'un triangle ABC, demostreu que AP+BP < AC+BC.

Area d'un triangle

S'obte com la meitat del producte d'un costat (base) per la corresponent altura (per exemple,
area = !ahA' on hA denota l'altura corresponent al vertex A). Tambe es igual ala meitat

del producte de dos costats pel sinus de l'angle que formen (per exemple, hA = b sin(-y) i,
per tant, area = !absin(-y)). Obervem que si movem un vertex sobre la paraHela a la base

oposada, els triangles resultants tenen tots la mateixa area.

E. 4. Donat un quadrilater convex ABC D, demostreu que la seva area es igual a !AC . B D .

sin(a), on a es un qualsevol dels dos angles que formen les diagonals AC i BD.
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E.5 (Teorema de Ceva). Sigui ABC un triangle i X, Y i Z punts dels segments oberts (BC),
(CA) i (AB), respectivarnent. Dernostreu que les rectes AX, BY i CZ son concurrents si i
nornes si

BX CY AZ
-·-·-=1
XC YA ZB

(si AX, BY i C Z son concurrents en el punt P, proveu que BX/XC es igual al quocient de

les arees dels triangles APB i APC).

D'una recta que uneix un vertex A d'un triangle arnb un punt del costat oposat [BC],
se'n diu una ceviana del triangle respecte del vertex A.

Teorema de Pitiigores

En un triangle rectangle, el quadrat de la hipotenusa es la surna dels quadrats dels catets.

Per a una demostracio, vegeu l'exercici que segueix.

D

E

B' P' C'

Figura 0.3: Teorema de Pitaqores

E. 6. Arnb les notacions de la figura 0.3, rnostreu que si el triangle ABC es rectangle, arnb A

l'angle recte, i AP es l'altura corresponent al vertex A, llavors I'area del quadrat AD es igual
a l'area del rectangle BPP'B'. Deduru-ne el teorerna del catet (vegeu l'epigraf «Teorema

del catet», pag. 170) i el teorema de Pitagores.
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Teorema del cosinus

En un triangle de costats a, b, c, es compleix que

on a es l'angle oposat al costat a (aquest enunciat es dedueix facilment a partir del teorema

de Pitagores aplicat als triangles APC i BPC, on P es el peu de l'altura de C).

E. 7. Si dos triangles tenen dos parells de costats respectivament iguals i els corresponents
angles desiguals, llavors entre els costats oposats a aquests angles hi ha la mateixa relacio

de desigualtat.

Teorema del sinus

En un triangle de costats a, b i c, i angles a, f3 i {, es compleix que

sin(a) sin(f3) sin(!)
abc

Aquesta propietat surt directament de les definicions: si h es l'altura del vertex C d'un

triangle ABC, llavors h = asin(f3) = bsin(a), d'on resulta la primera de les igualtats.
Aplicant el mateix raonament als costats b i c, s'obte la segona igualtat. El valor cornu

dels quocients a/ sin(a), b] sin(f3) i c] sin(!) sera determinat al subapartat «Radi de la

circumferencia circumscrita», pag, (176).

E.8. Sigui ABC un triangle i suposem que f3' i {' son angles tals que a + f3' + {' IT i

b] sin(f3') = c] sin(!'). Demostreu que f3' = f3 i {' = {.

Longitud de les mitjanes
Les mitjanes d'un triangle son les rectes que uneixen els seus vertexs amb els punts mitjans
dels costats oposats corresponents.

Si M es el punt mitja del costat AB i m = CM, on ABC es un triangle donat, aplicant
el teorema del cosinus als triangles MAC i MBC, i sumant i restant les dues relacions que

s'obtenen, s'arriba facilment a les dues relacions segiients:

on des la distancia de M al peu P de l'altura del vertex Cion hem suposat a ;;::: b.

La primera de les relacions anteriors ens permet trobar la mitjana men funci6 dels costats

a,b, c:

E.9. Si en un triangle dues mitjanes son iguals, llavors el triangle es isosceles.
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E. 10. Siguin A i B dos punts, M el seu punt mitja, c = AB i k ;:::: c2/2 un nombre real.
Proveu que la circurnferencia de centre M i radi Jk /2 - c2 /4 coincideix amb el lloc geometric
dels punts tals que la suma dels quadrats de les seves distancies a A i a B es igual a k,

E.l!. Amb les mateixes notacions i hipotesis que en l'exercici anterior, proveu que el Hoc

geometric dels punts tals que la diferencia dels quadrats de les seves distancies a B i a A es

igual k, coincideix amb la recta perpendicular a AB pel punt del segment [AM] que es ala

distancia k/(2c) de M.

Algu ns pu nts associats a un tria ngle

En cada triangle es poden considerar diversos punts que tenen, cada un d'ells, una relacio

geometrica remarcable amb el triangle. En aquest apartat considerarem el circumcentre,
l'ortocentre, l'incentre i els excentres. Mes endavant n'estudiarem d'altres.

Figura 0.4: Circumcenire

Circumcentre

Les mediatrius dels costats d'un triangle ABC es tallen en un punt, 0, anomenat circum­

centre del triangle (la mediatriu d'un segment es la recta perpendicular pel seu punt mitja;
els seus punts son precisament els que equidisten dels extrems del segment). Aixi, dones, el

punt 0 equidista dels tres vertexs i es, per tant, el centre de l'iinica circurnferencia que passa

per ells. Aquesta circumferencia s'anomena circumfereticia circumscrita del triangle ABC.
Tambe ens hi referim dient que es «Ia circumferencia ABC» (figura 0.4).

Ortoeentre i triangle artie

Les altures d'un triangle es tallen en un punt, H, anomenat oriocenire del triangle (figura
0.5).
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c

A R B

Figura 0.5: Ortocenire i triangle ortic

Aquesta propietat es una senzilla consequencia de l'exercici que segueix. EI triangle PQ R

els vertexs del qual son els peus de les altures d'un triangle donat ABC s'anomena triangle
oriic de ABC.

AI

Figura 0.6: Circumcentre AI BICI = ortocentre ABC

E. 12. Proveu que les altures d'un triangle son les mediatrius del triangle els costats del qual
son les paralleles pels vertexs del primer triangle als corresponents costats oposats (figura
0.6).
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Incentre

Les bisectrius dels angles d'un triangle es tallen en un punt, I, anomenat incenire del triangle
(figura 0.7).

A B

Figura 0.7: Incetitre i ezcentre

La biseciriu d'un angle es la recta que el divideix en dos angles iguals; els seus punts son

precisament els que equidisten dels dos costats de l'angle. Aixi, dones, el punt I equidista
dels tres costats i es, per tant, el centre de la circumfereticia inscriia al triangle, es a dir, la
circumferencia que es tangent als tres costats.

Excentres

Les bisectrius exteriors de dos angles B i C d'un triangle es tallen en un punt Ia que equidista
de les perllongacions dels dos costats (c i b) del tercer angle A i del costat a oposat a A. Per

tant, la bisectriu de A tambe passa per la, i aixf Ia es el centre d'una circumferencia que es

tangent al costat a del triangle i ales perllongacions de b i c (vegeu la figura 0.7). Es diu

que el punt Ia es I' ezcentre del triangle relatiu al costat a. Els excentres h i L; es defineixen

analogament. Del fet que la bisectriu i la bisectriu exterior d'un angle d'un triangle siguin
perpendiculars [0], se'n dedueix sense dificultat que les bisectrius d'un triangle son les altures
del triangle t.i.t;

Circurnferencies i angles

La relacio que hi ha entre un angle i una circumferencia te propietats i aplicacions remarca­

bles. Aquesta secci6 en conte una mostra.

Angle inscrit en una circumierencis

Un angle inscrit en una circumferencia (es a dir, un angle el vertex del qual esta sobre la

circumferencia] es la meitat de l'angle central corresponent a l'arc compres per aquell. Es
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dar, doncs, que el valor de l'angle nomes depen de l'arc que compren i no de la posicio del
seu vertex sobre la circurnferencia (figura 0.8).

Figura 0.8: Angles inscrits en una circumjerencia

E.13. Dos triangles rectangles amb la mateixa hipotenusa tenen la mateixa circumferencia
circumscrita. Ames, el centre d'aquesta circumferencia es el punt mitja de la hipotenusa
compartida.

E.14. Donat un triangle ABC, siguin P, V E [BCl el peu de l'altura de Aiel punt
dinterseccio de la bisectriu de It amb BC. Siguin DiE els peus de les perpendiculars a

AB i AC per P i V, respectivament. Demostreu que si a = 1t/2, llavors 75PB = EPC = a.

Un angle inscrit en una circumferencia es recte quan l'arc que cornpren es una semicir­

cumferencia (vegeu la figura O.g.a). Aquesta propietat es pot usar per trobar les tangents a

una circumferencia C des d'un punt P exterior: son (figura O.9.b) les rectes que uneixen P

amb els punts d'intersecci6 de C amb la circumferencia que te per diametre el segment OP,
on 0 es el centre de C.

Angle interior i angle exterior

Un angle el vertex del qual es exterior a una circumferencia i els dos costats del qualla tallen

(s'admet tambe que un costat de l'angle, 0 els dos, siguin tangents), es la semidiferencia dels
dos angles centrals corresponents als dos arcs de la circumferencia determinats per l'angle.

Aquesta propietat es una consequencia immediata del fet que un angle interior x d'un

triangle es, amb les notacions de la figura O.IO.a, la diferencia dels angles a i {3.
Analogament , un angle, el vertex del qual es interior a una circumferencia, es la semisuma

dels angles centrals corresponents als dos arcs determinats per l'angle (figura O.IO.b).
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Figura 0.9: a) Angle recte inscrit. b) Tangents des d'un punt a una circumferencia

a)

x=Ct.-/3

b)

x=Ct.+/3

Figura 0.10: Angles exterior i interior a una circumferencia

Arc cepec

Donat un segment AB i un angle o , el Hoc geometric dels punts P d'un dels semiplans
definits per AB i tals que ;[jiB = o , es un arc de circurnferencia els extrems del qual son A

i B (d'aquest are, se'n diu que es l'are capac de l'angle Ct. respecte del segment AB). Vegem
com es pot construir.

Suposem primer que Ct. � �. Sobre la mediatriu de AB (vegeu la figura 0.11), i en el

semipla en questio (a la figura 0.11 suposem que es el semipla per sobre de AB), considerem

el punt 0 tal que ADM = o, on M es el punt mitja de AB. Llavors, els punts P de la

circumferencia de centre 0 i radi OA que pertanyen a l'esmentat semipla son precisament
els que compleixen m = a i formen, amb les notacions de la figura 0.11, l'arc APB. Si

ara ens fixem que l'arc ApIB es el capac; de 11' - Ct. respecte de AB en el semipla oposat,
esdeve tambe dar com podem construir l'arc capac; d'un angle /3 E (11', 211'J.
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Figura 0.11: Arc capat; d'un angle respecte d'un segment

E.IS. Ala figura 0.12, un vaixell situat al punt P ignora les coordenades d'aquesta posicio,
pen'> mitjancant un mapa pot obtenir les dels punts A, B i C situats a la costa i mitjancant
un goniometre pot determinar els angles a i (3. Podeu obtenir les coordenades de P, sabent

que A = (6,5), B = (10,28), C = (43,48), a = 1,04754 rad i (3 = 0,53791 rad?

Criteri CAA

Dos triangles s6n iguals si tenen iguals, respectivament, un costat, un angle contigu a aquest
costat i l'angle oposat. En particular, dos triangles rectangles son iguals si tenen iguals les

hipotenuses i un angle agut. Aquestes afirmacions es poden obtenir aplicant el subapartat
anterior. En particular, la construcci6 d'un triangle, del qual coneixem un costat, un dels

seus angles contigus i l'angle oposat, es pot fer facilment construint l'arc capac; de l'angle
oposat.

2 Semblances

En la geometria classica, les idees relacionades amb la noci6 de semblanca de figures hi tenen

un paper important. Per les necessitats d'aquest capitol, els enunciats mes utils s6n els

seguents criteris de sesnblanca de triangles:

Criteri CA C. Dos triangles s6n semblants si tenen un angle igual i els corresponents costats

proporcionals.

Criteri AA. Dos triangles s6n semblants si tenen iguals dos angles corresponents.

Criteri ccc. Dos triangles s6n semblants si els corresponents costats s6n proporcionals.
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c

p

Figura 0.12: Un vaixell determina la seva posici6

El lector que no tingui dubtes sobre el significat d'aquests criteris, pot ometre I'apartat

que segueix i continuar la lectura a I'apartat «Semblances i geometria del triangle».

Generalitats

En aquest apartat exposem breument els conceptes i enunciats mes rellevants relatius ales

semblances. Primer considerem els desplacaments. Despres el teorema de Tales, que es l'eina
essencial per a l'estudi de les homotecies, i tot seguit les semblances en general. Finalment,
revisem les relacions que hi ha entre el producte dels nombres complexos i les semblances.

Desplscements
Un desplacameni del pla es una transforrnacio que conserva les distancies. Els desplaca­
ments conserven els angles. Un desplacarnent es diu direcie si conserva I'orientacio del pla;
altrament, es diu invers. Les translacions i els girs son exemples de desplacaments directes.
Donats dos punts P i P', posarem tpPI per denotar l'unica translacio que transforma P en

pl. Donats un punt 0 i un angle a, el gir de centre 0 i amplitud a sera denotat gO,Di'
Les simetries son exemples de desplacaments inversos. La simetria respecte de la recta

£ sera denotada Se: es la transformaci6 P 1-7 P' tal que P' es el simetric de P respecte de R.

La recta £ s'anomena eix de la simetria.

Es pot veure que els punts fixos d'un desplacament directe el classifiquen, en el sentit

seguent: si no te punts fixos, es una translacio; si te exactament un punt fix, es un gir; si

te mes d'un punt fix es la identitat. Pel que fa als desplacaments inversos, hi ha dos casos:

si te punts fixos, es tracta d'una simetria; altrament, es la composicio tSi d'una simetria Sf

amb una translaci6 t en la direcci6 de l'eix z (es parla d'una simetria amb lliscament).

E.16. Siguin s i s' les simetries respecte de les rectes £ i £1. Per estudiar quin desplacament es

la composici6 SIS, sigui a l'angle format per £ i £1 i posem 0 per denotar el punt d'intersecci6
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de R i R' quan a -I 0, i d per denotar la distancia entre R i R' quan a = 0 (rectes paraHeles).
Demostreu que s's es el gir de centre 0 i amplitud 2a si a -I 0, i la translaci6 de magnitud
2d segons la direcci6 perpendicular de £ a £' si a = O. Noteu que s's es la identitat si £ = £'.

E. 17. Sigui ABC un triangle i construirn quadrats ACES i BCDT com a la figura 0.13.

Demostreu que el punt M d'intersecci6 de l'altura he amb ED es el punt mitja del segment
ED.

E

D

M ----

-r
-

..
-

:c
I

T

s

A p B

Figura 0.13: L'altura de C passa pel punt mitjd de DE

Teorema de Tales

Si dues rectes s6n tallades per un sistema de rectes paraHeles, els segments aixf obtinguts
sobre una de les rectes son proporcionals als corresponents segments obtinguts sobre l'altra

(figura 0.14).

Figura 0.14: Teorema de Tales: ? = ? = ...

E.18. Si ala figura 0.14les rectes L i L' son paralleles ix/x' = vlv', llavors L" tarnbe es

parallela a L.
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E.19 (Teorema de Menelau). Sigui ABC un triangle i X, Y i Z punts sobre les rectes BC,
CA i AB, respectivament. Demostreu que X, Y i Z estan alineats si i nomes si

BX CY AZ

CX' AY
.

BZ
= 1;

convenim que un quocient com ara BX/CX es positiu 0 negatiu segons que X sigui exterior

o interior al segment [BC] (mdicacio: si X, Y i Z estan sobre una recta L i dA, dB i de

indiquen les distancies de A, B i CaL, respectivament, amb el convencio que aquestes
distancies es compten com a positives a un costat de L i com a negatives a l'altre, llavors es

compleix la relacio BX/CX = dB/dc, i les analogues per Y i Z).

Homotecles

L'homoUcia de centre 0 (un punt) i modulo TaO k (un nombre real no nul) es la transfer­

macio A I-t A'tai que 0' = 0 i, si A =I- 0, A' es el punt de la recta OA tal que OA'/OA = k

(aquf fem el convencio que A' es de la semi recta OA si k > 0 i de la semirecta oposada a

OA si k < 0). Els enunciats que segueixen es proven facilment emprant el teorema de Tales

i l'exercici E.18.

La transformacio d'una recta per una homotecia es una recta parallela a la primera. Val

un enunciat analeg per segments. D'aqui en resulta que angles homolegs per una homotecia
son iguals.

Les rectes pel centre d'homotecia son fixes, i son les iiniques rectes fixes si k =I- 1 (si k = 1,
I 'homotecia es la identitat).

Segments homolegs per una homotecia son proporcionals segons el valor absolut Ikl de la
rao d'Iiomotecia. D'aquf resulta que la transforrnacio de la circumferencia de centre P i radi

r per I'homotecia h de rao k es la circumferencia de centre h(P) i radi Iklr.

E. 20. Dos triangles no congruents son homotetics si els costats d'un son paraHels als corre­

sponents costats de l'altre.

E. 21. Dues circumferencies sempre son homotetiques i els seus centres estan alineats amb

el centre de qualsevol homotecia que transformi l'una en l'altra,

Figures semblants

Dues figures son semblants si una es pot obtenir de l'altra rnitjancant la cornposicio d'una

homotecia i un desplacament. Una semblanca transforma rectes en rectes i segments en

segments. Segments homolegs son proporcionals i angles homolegs son iguals. Una semblanca
es diu directa 0 inversa segons que conservi I'orientacio del pla 0 la inverteixi.

E. 22. Proveu els criteris de semblanca de triangles enunciats al principi d'aquesta seccio.
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RaD auria. Donat un segment de longitud a > 0, el seu segment auri es el segment de

longitud x > 0 tal que a]» = x/(a - x). Com que aquesta relacio es equivalent a l'equacio
x2 + ax - a2 = 0, obtenim que x = pa, on

-)5 -1
p----

2
.

EI nombre real p s'anomena la rao auria. Com que p2 + p
- 1 = 0, resulta que

p-l = 1 + p = -)52+ 1.

Un rectangle auri es aquell pel qualla base menor es segment auri de la base major. Aixo

equival a dir que el rectangle es semblant al que resulta de separar-ne el quadrat de costat

la base menor (figura 0.15).

x

x a-x

a

Figura 0.15: Rectangle auri

Semblances i nombres complexos

Si representem els punts del pla per nombres complexos, i w = rex = r . lex es el nombre

complex de modul r i argument 0:', llavors la transformacio z t-7 wz es la composicio del

gir d'angle 0:' amb centre a l'origen seguit de l'homotecia de rao r amb el mateix centre.

La rao d'aixo es que el modul i l'argument d'un producte de dos nombres complexos son

el producte i la suma dels moduls i arguments dels factors, respectivament (Iwzl = Iwllzl i

arg(wz) = arg(w) + arg(w)).

E. 23. Siguin ABC i A' B'C' dos triangles i interpretem B - A, C - A, B' - A' i C' - A' com

a nombres complexos. Demostreu que ABC i A'B'C' son directament semblants si i nomes

si (C' - A')/(B' - A') = (C - A)/(B - A).

E.24. Siguin AIA2A3 i A�A�A� dos triangles directament semblants. Sigui t E R fix i

definim A? = Ai + t(A; - A;), i = 1,2,3. Demostreu que els triangles AIA2A3 i A� A�A�
son directament semblants. Valla mateixa conclusio si tenim, en lloc de triangles, figures
directament semblants A1A2 ... Ak i A�A� ... A� i definim A;' com abans per i = 1,2, ... ,

k

(a la figura 0.16 illustrem el cas en que la figura es un pentagon regular).
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AI4

As
-

AI3

Figura 0.16: Ail divideix AiAi en la proporci6 3/5

En la resta d'aquesta seccio presentem, agrupades en dos apartats, un nombre de situa­

cions geometriques en les quals les semblances son l'element decisiu per provar els enunciats.

Semblances i la geometria del triangle

Vegem tot seguit algunes de les aplicacions mes basiques de les semblances a l'estudi de les

propietats del triangle.

Mitjanes i baricentre

Les tres mitjanes es tallen �n un punt, G, anomenat baricentre del triangle. Si A es un vertex

qualsevol i AI el punt mitja del costat oposat a A, llavors GA = 2GAI 0, equivalentment,
AAI = 3GAI (vegeu la figura 0.17 i noteu que els triangles ABG i AIBIG son semblants, pel
criteri AAA de semblanca, i que AIBI = �AB).

Teorema de I'altura

L'altura sobre la hipotenusa d'un triangle rectangle es la mitjana proporcional entre els dos

segments en que el peu de l'esmentada altura divideix la hipotenusa. En simbols, Cp2 =

Ap· BP, on el triangle ABC se suposa rectangle en el vertex Cion P es el peu de l'altura

del vertex C (vegeu la figura 0.18). En efecte, els triangles BPC i CPA son semblants, ja
que tenen els tres angles iguals (recordem que dos angles son iguals si els seus corresponents
costats son perpendiculars). Aixi, doncs, x/h = h/(a - x), igualtat que equival a la relacio

enunciada.

Teorema del catet

Amb les mateixes notacions de la figura 0.18, els triangles BPC i BCA son semblants, ja
que son rectangles i tenen un angle cornu. Per tant, x/a = alc, la qual cosa ens diu que en
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C

A C' B

Figura 0.17: Baricenire d'un triangle

C

I

h:
I

I

I

I

I

A c-x P x B

Figura 0.18: Teoremes de l'altura i del catet

un triangle rectangle la longitud d'un catet, per exemple a, es la mitjana proporcional entre

la hipotenusa, c, i la projeccio del catet, x, sobre aquella. Per a una altra demostracio, i
tarnbe una interpretaci6, vegeu l'exercici E.6.

Aixi, tenint en compte el subapartat anterior, tenim que els triangles rectangles ABC,
ACP i CBP s6n semblants. Es dar, a mes a mes, que l'area de ABC es la suma de les

arees de ACPiCB P. Aixo ens proporciona una nova comprensi6 del teorema de Pitagores:
si el quocient de I'area del quadrat de costat AB per la del triangle ABC es k, es a dir, si

c2 = k·ABC, llavors a2 = k·CBP i b2 = k·ACP, d'on a2+b2 = k(CBP+ACP) = k·ABC =

c2. Notem que aquest argument prova que si apliquem una mateixa construccio sobre la

hipotenusa i els catets d'un triangle rectangle (suposant que la construcci6 proporcioni una

area a partir d'un segment), llavors I'area de la figura sobre la hipotenusa es la suma de les

arees de les figures sobre els catets.

Per exemple, si la construccio es la del poligon regular de n � 3 costats sobre un segment
donat, obtenim que l'area del n-gon regular de costat la hipotenusa d'un triangle rectangle es

la suma de les arees dels n-gons regulars els costats dels quals son els catets. Analogament ,

tenim que l'area del semicerde que te per diametre la hipotenusa es la suma de les arees dels

semicerdes que tenen per diametre els catets (figura 0.19).
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Figura 0.19: Teorema de Piiaqores per semicercles

Potencie d'un punt respecte d'una circumierencie

Sigui P un punt i C una circumferencia que no passa per P. Considerem dues rectes per P

que tallen C en els punts A i A', B i B', respectivament (figura 0.20). Aleshores els triangles
PAB' i P BA' son semblants, ja que tenen dos angles iguals, i per tant PAl PB = PB'IPA',
a be PA . PA' = P B . PB'. Aixi doncs, el producte PA . PA' es independent de la recta

que prenguem per P (entre les que tallen C) i el seu valor s'anomena poiencia de P respecte
de C. Prenent la recta que passa per P i pel centre de C, veiem que la potencia es igual a

(d - r)(d + r) = d2 - r2, on des la distancia de P al centre de C i r el radi de C.

P

Figura 0.20: Potencia d'un punt respecte d'una circumferencia

Punts conciclics. Ara no hi ha dificultat a deduir que si A i A', B i B', son dues parelles
de punts distints i les rectes AA' i BB' es tallen en un punt P, aleshores els punts A, A', B

i B' son coiiciclics (aix» es, estan continguts en una mateixa circumferencia) si i names si

PA· PA' = PB· PB'.
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Eiz radical. El lloc geometric dels punts que tenen la mateixa potencia respecte de dues
circumferencies no concentriques es una recta perpendicular a la que uneix els seus centres

01 i O2, i s'anomena eix radical de les dues circumferencies. En efecte, siguin d1 i d2 les
distancies d'un punt Pals centres de les dues circumferencies, i siguin r1 i r2 els seus radis.

La condicio que la potencia de P sigui la mateixa respecte de les dues circumferencies es

d� - r� = d� - r�, 0 be � - d� = r� - r�. Com que 0 = r� - r� es constant, el lloc geometric
es el dels punts P tals que d� - d� = 0, que sabem que es la recta perpendicular a 0102 pel
punt que esta a la distancia J/(2c) del punt mitja del segment [01,02], on c es la distancia
entre 01 i O2 (vegeu l'exercici E.ll). Es a dir, la posicio del punt d'interseccio de l'eix radical
amb la recta 0102 es m + (rr - r�)/(2c).

Si les dues circumferencies es tallen, l'eix radical es la recta que uneix els dos punts
d'interseccic (0 Ia tangent comuna si son tangents). En efecte, els punts d'interseccio tenen

la mateixa potencia (= 0) respecte de les dues circumferencies.

Centre radical. EI centre radical de tres circumferencies que no tenen els centres alineats

es I'tinic punt que te la mateixa potencia respecte de les tres circumferencies. Aquest punt
es la intersecci6 de dos qualssevol dels eixos radicals de les tres parelles de circumferencies

que podem formar.

Propietats metriques de les bisectrius

Considerem el triangle ABC de la figura 0.2l.

M

', , b

"-,C ...
······-·_·_··-·_--·

..

Vi __
-
---

D

Figura 0.21: Determinaci6 de les bisectrius

Sigui M el punt sobre BC, a continuacio de C, tal que CM = b. Per construcci6, el

triangle ACMes isoceles. Per tant, la bisectriu Vi de ADM es perpendicular a la base AM.

Com que la bisectriu v es perpendicular a Vi, v es parallela a AM. Aplicant el teorema de

Tales, obtenim que
BV VA c

-;;-
=

-b-
=

a + b'

Considerant el punt N del segment BC tal que NC = b, resulta que AN es parallela a Vi, i
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raonant de manera similar, obtenim que

BV'
a

AV' c

b
=

a-b·

Per altra banda, no es dificil veure que si D es el punt d'interseccio de la semirecta CV

amb el cercle ABC, llavors els triangles AVC i DBC son semblants (tenen dos angles iguals:
un per definicio de bisectriu, l'altre pel fet de ser angles inscrits que comprenen el mateix arc

BC de la circumferencia ABC). En resulta que a [» = (v + VD)/b, 0 be ab = v2 + v· YD.

Pen:' com que v· VD = VA· VB = abc2/(a + b)2, tenim que

2 abc2 (a+b)2_c2 p(p-c)
v = ab -

(a + b)2
= ab

(a + b)2
= 4ab

(a + b)2

on hem posat p = (a + b + c)/2 (el semiperimeire del triangle).

E.25 (Steiner-Lehmus). Si en un triangle dues bisectrius son iguals, llavors el triangle es

isosceles.

Radi de les circumterencies inscrita i exinscrita

Considerem la figura 0.22. Si posem p = (a+b+c)/2, aleshores es compleix que AB' = AC' =

p - a: la primera igualtat es clara i la segona resulta del fet que AB'+ a = AB' + C A' + A' B =

AB' + C A' + BC' = p. De la mateixa manera tenim que BA' = BC' = p - b i CA' = C B' =

p - c. Tarnbe tenim AB" = AC" i com que AB" = AC + CAli i AC" = AB + BAli, veiem

que AB" = AC" = p [0). Per tant BAli = BC" = p - c i CB" = CAli = P - b. Finalment,
C'C" = B'B" = AB"-AB' = p-(p-a) = a i A'A" = IBA'-BA"I = Ip-b-(p-c)1 = Ib-cl.

A C' B C"

Figura 0.22: Radi de les circumferencies inscrita i exinscrita

Ates que els triangles AIC' i AlaC" son semblants, sera rlr, = (p - a)/p. I ates que els

triangles BIC' i faBC" tambe son semblants, r/(p-b) = (p-c)/ra, 0 be rra = (p-b)(p-c).
De les dues equacions obtingudes es dedueix que

r=
(p - a)(p - b)(p - c)

p

p(p - b)(p - c)
p-a
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Els radis rb i re de les altres dues circumferencies exinscrites s'obtenen permutant cidicament

a, b i c en la segona de les forrnules anteriors.

Expressi6 de les altures en {unci6 dels costats

Considerem la figura 0.23, en la qual N i M es defineixen de manera que estiguin alineats amb
Ai B, respectivament, amb BM = BG i AN = AG. Aixf dones, NM = a + b + c = 2p. Per

les consideracions fetes al subapartat «Propietats metriques de les bisectrius» [pag. 173),
sabem que G M (respectivament, GN) es parallela a la bisectriu interior IB (respectivament,
IA), de manera que els triangles AlB i NGM son semblants. En resulta que heir = 2plc,
d'on

2
he = Zpr]« = -Jp(p - a)(p - b)(p - c).

c

Canviant c per b i per a s'obtenen les formules que donen hb i ha.
D'aquestes expressions es dar que I'area S del triangle es donada per la formula d'Heron:

S = Jp(p - a)(p - b)(p - c).

N A B M

Figura 0.23: Altures en funci6 dels costats

G

Figura 0.24: Radi de la circumjerencia circumscrita
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Radi de fa circumferencie circumscrita

Considerem la figura 0.24. Els triangles APC i ACIO s6n semblants: els dos s6n rectangles i

::4QCi es la meitat de l'arc central compres per l'angle inscrit AcE. Aixi, doncs, AO/ACI =

AC/AP, 0 be p/(c/2) = bjha. Per tant, p = bc/2ha i, introduint l'expressi6 de b« en funci6
dels costats,

abc
p = --;=:=======

4Jp(p - a)(p - b)(p - c)'
Notem tarnbe que si , = C i c = AB, llavors c/sin(r) = 2ACI/sin(,) = 2p, ja que
ACI/p = sin(r). Aixo ens revela que el valor a/ sin (a) = b] sin(f3) = c] sin(r) (teorema dels

sinus) es 2p, el diametre de la circumferencia circumsrita.

Inversions

Donat un punt 0 i un nombre real p f:. 0, la inversi6 de centre 0 i potencia p, invo,p, es

l'aplicaci6 A 1-+ AI (A f:. 0), definida per la formula

AI - 0 = 10�12(A - 0).

Aixf AI es el punt que esta sobre la recta OA, a una distancia Ipl/IOAI de 0, ala mateixa

semirecta que A si p > ° i ala semirecta oposada si p < O. Ates que 10AII = Ipl/IOAI, tenim

A" = A (ho expressarem dient que la invo,p es involutiva).
Si p > 0 i posem r = ..jP, llavors els punts A que invo,p deixa fixos s6n els de la

circumferencia de centre 0 i radi r, ja que si 10AI = r llavors p/IOAI2 = 1. En aquest cas

es diu tambe que invo,p es la inversi6 respecte de la circumferencia S = S( 0, r) de centre 0
i radi r

, i que AI es l'invers de A respecte de S. Pel que ja hem dit, tambe es te que A es

l'invers de AI respecte de S.

Construcci6. EI punt AI invers de A respecte de S es pot construir de la seguent manera.

Suposem primer que 10AI > r, Si P i Q s6n els punts d'intersecci6 de la circumferencia de

centre A i radi 10AI amb S, llavors els punts d'intersecci6 de les circumferencies de radi r

amb centres a P i Q s6n 0 i AI (figura 0.25).
En efecte, els triangles AOP i OPAl son semblants, ja que per construcci6 s6n isosceles

i comparteixen l'angle del vertex O. Per tant, 10AI/IOPI = 10PI/IOAII, que equival a

10AI·IOAII = r2, on r = 10PI. Per construir l'invers d'un punt interior de S respecte de S,
es suficient veure com podem reconstruir el punt exterior A a partir de AI. Ara be, amb les
notacions anteriors, PQ es la mediatriu de OAI i A es la intersecci6 de les tangents a S en

els punts P i Q.
Inversi6 de recies i eircumferencies, Una figura FI es diu inversa d'una figura F respecte
de la circumferencia S si quan A recorre els punts de F (diferents del centre 0 de S), el punt
AI invers de A respecte de S recorre els punts de FI (diferents de 0). Si FI = F, direm que

la figura F es doble per la inversi6. Per exemple, els punts dobles s6n els fixos per la inversi6,
es a dir, els punts de S; per tant, S es una circumferencia doble; de la definici6 d'inversi6,
en resulta immediatament que les rectes per 0 s6n dobles.
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A
•

Figura 0.25: Construcci6 de l'invers de A

Una circumferencia C de diametre d pel centre d'inversio ° (figura 0.26.a) i la recta

perpendicular P'A' al diametre °P de C a una distancia d' = r2 Id de 0, son figures inverses

(notem que OP es I'iinic diametre de C que passa per 0). En efecte, els triangles OPA
i °A' P son semblants, j a que son rectangles (a A i P', respectivament) i tenen un angle
cornu. Tenint en compte que 10PI = d i 10P'I = r2ld, tenim que 10AIId = r21d10A'I,
d'on 10AI·IOA'1 = r2. Remarquem que si A,B E S (figura 0.26.b), llavors la recta AB i la

circumferencia OAB son figures inverses respecte de S, ja que la inversa de la recta AB es

una circumferencia que passa per ° i pels punts dobles Ai B.

Anem a veure ara que la inversa C' d'una circumferencia C que no passa pel centre

d'inversio ° es una circumferencia, De fet, veurem que si P i Q son els extrems del diametre
de C que passa per 0, llavors C' es la circumferencia de diametre P'Q' (figura 0.27), on P'
i Q' son els inversos de P i Q respecte de S.

En efecte, sigui C'la circumferencia que acabem de definir. De 10PI·IOP'1 = 10QI·IOQ'1
obtenim 10P'I/IOQI = 10Q'I/IOPI, valor que coincideix amb el modul k de I'homotecia de

centre ° que transforma C en C'. Sigui ara A un punt de C i determinem B i A' sobre C'
com a la figura 0.27. Llavors lOBI = klOAI i 10A'I· lOBI = 10Q'I . 10P'I (potencia de °

respecte de C'). Per tant,

10AI·loA'1 = iIOBI'IOA'1 = iIOQ'I·IOP'1 = 10PI·IOP'1 = r2,

i aixo acaba la prova.
Notem que la rao, k, de l'homotecia de centre ° que transforma C en C' es igual a r2lp,

on p es la potencia de ° respecte de C:

k =
IOP'1

=
IOPI'IOP'1

= r2.
IOQI 10PI·IOQI p

E. 26. La recta PQ que uneix dos punts Pi Q d'una circurnferencia C que no passa pel centre

a d'una circurnferencia S i la recta P'Q' que uneix els inversos P' i Q' de P i Q respecte de

5,0 be es tallen sobre l'eix radical de C i C', 0 be aquest eix es parallel a ambdues rectes
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P' A'

s s

oo

a) b)

Figura 0.26: Inversa d'una circumferencia pel centre d'inversi6

(indicaci6: mostreu que els punts P, Q, P' i Q' estan sobre una circurnferencia K, amb la

qual cosa el punt d'intersecci6 de PQ i P'Q' -si es tallen- es el centre radical de G, G' i K).

E. 27. Amb les notacions del problema anterior, mostreu que la recta tangent a G en un

punt P i la recta tangent a G' en el punt P' formen angles iguals amb la recta PP'. Ames

ames,o be es tallen sobre l'eix radical de GiG', 0 be aquest es paraHel a ambdues.

E. 28. Amb les notacions de la figura O.26.a, mostreu que �'es igual a l'angle agut que

OA forma amb la tangent a G pel punt A (indicaci6: aquest darrer angle coincideix amb

l'angle agut que forma la tangent a G en el punt 0 amb OA).

Conservaci6 dels angles. Els exercicis anteriors es poden usar per demostrar que les in­

versions conserven els angles. Per precisar mes, un arc sera. un segment (que pot ser una

semirecta) 0 un arc de circumferencia, Si dos arcs tenen el mateix origen, convindrem a

mesurar l'angle que formen com el de les semirectes tangents als arcs en el vertex de l'angle.
Com que les inversions transformen arcs en arcs, tambe transformen angles en angles i la

propietat a que ens hem referit es que la mesura d'un angle coincideix amb la del seu trans­

format per una inversi6. La demostracio d'aquest fet es pot deixar com a exercici per al

lector. Conve adonar-se, pero, que el sentit del transformat d'un angle per una inversi6 es

el contrari del de l'angle abans de transformar.

3 Problemes

Resoldre un problema, especialment un problema de geometria, es trobar un camf entre el

que ens donen i el que ens demanen. Del que ens donen podem intentar proqressar fent

deduccions successives aplicant coneixements ja coneguts: es el proces de sitiiesi en el sentit

dels antics grecs, i que en alguns diccionaris apareix refiectit com una de les accepcions del

178



S. Xamb6

a

Figura 0.27: Inversa d'una circumferencia C que no passa per 0

mot. Fixem-nos que els coneixements pertinents per avancar sovint esdevenen clars quan

parem esment en les coses que ens donen.

A l'altra banda, alla on volem arribar, sovint es util preguntar-se quina mena de cosa

ens demanen, ja que les respostes a aquesta pregunta solen donar claus inequivoques sobre

quins coneixements conve invocar per aconseguir-ho: es el proces d' analisi dels antics grecs.

Aquests principis, i d'altres, els podeu trobar illustrats ala mostra de solucions, presen­
tades en forma dialogada, a la seccio 4.

Una advertiment: l'ordre en el qual donem els problemes no pressuposa cap graduaci6
progressiva de la seva dificultat.

GE 1. Amb les notacions de la figura 0.28, calculeu l'area del quadrat interior en funci6 de
t.

GE2. Donada una corda a d'una circumferencia C de radi 1 i centre 0, considereu la

circumferencia C' determinada imposant que a en sigui un diarnetre. Si P es el punt de C'

mes allunyat de 0, quin es el valor maxim de la distancia PO?

GE3. L'angle A d'un triangle isosceles ABC es igual a 2/5 d'un angle recte i jj = C. La

bisectriu de l'angle C talla el costat oposat en el punt D. Calculeu les valors dels angles
del triangle BCD. Expresseu la longitud, a, del cost at BC en funci6 de la longitud, b, del

costat AC.

GE4. Sigui ABC un triangle isosceles amb jj = C = 800• Siguin D E (A,B) i E E (A,C)
els punts tals que BcD = 500 i GEE = 600• Quants graus te l'angle BEl5?

GE5 (Construcci6 de Descartes de segments auris). Ala figura 0.29, la circumferencia es

tangent a AB al punt B i el seu diametre es igual a AB. Demostreu que AB es el segment
auri de AD i que AC es el segment auri de AB.
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1 - t

Figura 0.28: Es demana l'area del quadrat gris en funci6 de t

A B

Figura 0.29: Una construcci6 qeometrica de segments auris

GE 6. Proveu que en un pentagon regular el costat es segment auri de la diagonal.

GE 7. Donat un punt P interior a un triangle ABC, siguin X, Y i Z els peus de les perpen­
diculars des de Pals costats BC, CA i AB, respectivament (es diu que XYZ es el triangle
pedal del punt P relatiu al triangle ABC). Proveu que

YZ = 2:PA,
b

ZX = 2pPB,
on p es el radi de la circumferencia circumscrita al triangle.

GE8. En un triangle acutangle ABC, la bisectriu interior de l'angle Atalla el costat BC en

el punt K i el cercle circumscrit en el punt M. Siguin LiN els peus de les perpendiculars
per K a AB i AC, respectivament. Demostreu que el quadrilater ALM N i el triangle ABC
tenen la mateixa area.
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GE9. En cada un dels vertexs d'un quadrat, el costat del qual fa un quilometre, hi ha una

casa, i les quatre cases volen fer camins amb els que es puguin comunicar les unes amb les
altres. Que poden fer, si nomes disposen de materials per construir 1 + v'3 km de cami?

GE 10. Proveu que els tres angles d'un triangle ABC s6n aguts si i nomes si existeixen punts
A', B'i C' de l'interior dels costats BC, AC i AB, respectivament, tals que els segments
AA', BB' iCC' tenen la mateixa longitud.

GE 11. Demostreu que qualsevol poligon convex d'area 1 esta contingut en un rectangle
d'area no superior a 2.

GE12 (Teorema de Morley). Donat un triangle ABC, construrm el triangle PQR tal com

indica la figura 0.30. Demostreu que

IQRI = 8psin(a) sin(,6) sin(!),

on p es el radi de la circumferencia circumscrita a ABC. Notem que la simetria de la relaci6

obtinguda mostra que el triangle PQR es equilater, fet que es conegut com a teorema de

Morley.

c

A

Figura 0.30: Teorema de Morley: PQR es equilater

GEI3. Sigui ABC un triangle i P un punt tal que PA = 7, PB = 5 i PC = 3. Demostreu

que si ABC te, amb aquestes condicions, perfrnetre maxim, llavors P es l'incentre de ABC.

GE 14. Siguin P, Q, R i S els centres dels quadrats construrts externament sobre els quatre
costats d'un rombe. Demostreu que PQRS es un quadrat. Si fixem el centre, el costat

i l'orientaci6 del rombe, i deixem que l'angle entre dos costats contigus varir, quin Hoc

geometric descriu el punt P?

GE 15. Proveu que un quadrilater convex es circumscriptible a una circumferencia si i nornes

si les sumes dels dos parells de costats oposats s6n iguals.
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GE 16. Demostreu que la suma de les distancies d 'un punt interior a un triangle als tres

vertexs es superior a la meitat del perfrnetre i inferior al perimetre.

GE 17. Sigui 2p el perimetre d'un triangle i J1la suma de les seves tres mitjanes. Demostreu

que
3p
2 < J1 < 2p.

GE 18. Demostreu que un quadrilater convex es inscriptible en una circumferencia (es a

dir, que existeix una circumferencia que passa pels seus vertexs) si i nomes si te dos angles
oposats suplementaris.

GE 19. Proveu que les altures d'un triangle son les bisectrius del seu triangle ortic (vegeu
la figura 0.5). Resulta, aixi, que l'ortocentre d'un triangle coincideix amb l'incentre del seu

triangle ortic,

GE20 (Cercle d'Euler). Demostreu que els punts mitjans dels costats d'un triangle (figura
0.31) i els peus de les seves altures estan sobre un cercle.

C

A C' R B

Figura 0.31: Cercle d'Euler, 0 dels nou punts

GE 21. El cercle d'Euler d'un triangle tarnbe passa pels punts mitjans dels segments que un­

eixen els vertexs d'un triangle amb l'ortocentre (per aquesta rao el cercle d'Euler s'anomena

tambe cercle dels nou punts del triangle; figura 0.31).

GE 22. Sigui P un punt, ABC un triangle i X, Y, Z els peus de les perpendiculars per Pals

costats BC, CA i AB, respectivament. Demostreu que X, Y i Z estan alineats si i nomes si

Pesta sobre la circurnferencia circumscrita de ABC (en aquest cas, la recta que conte els

punts X, Y i Z s'anomena recta de Simson de P relativa al triangle ABC; vegeu la figura
0.32).
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Figura 0.32: Recta de Simson

GE23 (Problema de Fagnano). Demostreu que el minim perimetre d'un triangle inscrit en

un triangle acutangle donat es el del triangle ortic (vegeu la figura 0.5).

GE 24. Trobeu el punt interior d'un triangle acutangle tal que la suma de les seves distancies

als vertexs sigui minima (punt de Fermat del triangle).

GE 25. Demostreu que les circumferencies circumscrites dels triangles equilaters construrts

sobre els tres costats d'un triangle, al seu exterior, passen pel punt de Fermat. A mes ames,
els centres d'aquests tres triangles formen un altre triangle equilater.

GE 26 (Teorema de Ptolemeu). En un quadrilater convex la suma dels productes de les dues

parelles de costats oposats es no inferior al producte de les dues diagonals, i la igualtat val

si i nomes si el quadrilater es inscriptible.

GE 27. Sigui ABC un triangle isosceles amb BC com a costat desigual. Sigui Q el peu de

l'altura pel vertex B i P el peu de la perpendicular a BC per Q. Trobeu I'area del triangle
en funcio de x = BP i y = PC.

GE28. En un triangle ABC escollim punts X, Y i Z sobre els costats BC, CA i AB,
respectivament. Considerem les rectes per X, Y i Z que son perpendiculars aBC, CA i AB,
respectivament. Proveu que les tres rectes son concurrents si i nomes si AZ2 + BX2 + Cy2 =

Ay2 + CX2 + BZ2.

GE 29. Sigui 0 el centre d 'una circurnferencia K, AB un diametre, t la recta tangent a K

en el punt B. Donat un punt P de K diferent de A i B, siguin C i D els punts d'interseccio

amb t de la tangent a K pel punt Pi de la recta AP. Proveu que BC = CD.

183



Geometria

GE 30. Trobeu I'area d'un octagon convex inscrit en una circumferencia sabent que te quatre
costats consecutius de longitud 2 i els altres quatre de longitud 3.

GE31. Siguin P i 0 punts fixos. Trobeu el lloc geometric del simetric de P respecte d'una
recta variable per O.

GE 32. Sigui H l'ortocentre d'un triangle, P el peu d'una altura i Q el punt d'interseccio

de la semirecta HP amb el cercle circumscrit. Demostreu que HP = PQ.

GE 33. Proveu que el baricentre d'un triangle ABC es el punt G del segment HO tal que
GO = �GH i que el punt mitja de HO es el centre de la circumferencia circumscrita en el

triangle A'B'C' els vertexs del qual son els punts mitjans dels costats de ABC (la recta HO
s'anomena recta d'Euler del triangle ABC; vegeu la figura 0.33).

Figura 0.33: Recta d'Euler

GE34. Si la recta d'Euler d'un triangle passa per un dels vertexs, el triangle es rectangle 0

isosceles.

GE 35. Amb les notacions de la figura 0.31, sigui P' el punt de l'arc A' P del cercle d'Euler
tal que arc(A' P') = �arc(A'P). Definim Q' i R' de manera similar. Demostreu que llavors

el triangle P'Q'R' es equilater (figura 0.44).

GE36. Siguin A i B dos punts no diametralment oposats d'un cercle C donat i sigui XY

un diametre variable de C. Determineu ellloc geometric del punt d'interseccio de les rectes

AXiBY.
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c

B

1/2 3/4

Figura 0.34: Una aplicaci6 de les inversions

GE37 (Erdos-Mordell). Sigui E un punt a l'interior d'un triangle ABC, s la suma de les

distancies de E als vertexs i t la suma de les distancies de E als peus de les rectes per E

perpendiculars als costats. Demostreu que s ;;?: 2t.

GE38. Sigui E un punt interior d'un triangle ABC. Siguin X,y i z les distancies de E als

vertexs A, B i C, respectivament, i p, q i r les distancies de E als costats BC, CA i AB,
respectivament. Llavors,

xyz;;?: (p + q)(p + r)(q + r).

GE 39. Siguin S i K circurnferencies diferents. Demostreu que K es doble per la inversio

respecte de S si i nomes si K i S son ortogonals.

GE40. Ala figura 0.34, I'arc AB es un quadrant de la circumferencia de centre 0 i radi

IOAI = 1, i AC es l'arc que correspon a la circumferencia de radi 2 amb centre en el punt
sirnetric de A respecte del punt O. Comproveu que K i K' son circumferencies inverses

respecte de la circumferencia S de centre A i radi 1. Si P' es l'invers de A respecte de K',
proveu que P' i el centre P de K son inversos respecte de S. Trobeu tambe la posicio del

centre Q de K' (i noteu que Q i P' son diferents).

GE41. Siguin PiA dos punts diferents donats i 0 un punt variable en una semirecta a

d'origen A donada. Sigui S la circumferencia de centre 0 i radi IOAI i P' l'invers de P

respecte de S. Sigui L la recta perpendicular a a pel punt A. Demostreu que el limit de
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Figura 0.35: Cdieul del diametre de les circumferencies entre L, C i C'

pi quan 0 s'allunya indefinidament de A es el punt simetric de p respecte de la recta L

(si mirem L com el limit de S quan 0 s'allunya indefinidament de A, veiem que podem
considerar la simetria respecte de L com ellimit de la inversio respecte de S).

GE 42. Sigui S una circumferencia de centre 0, i P i pi dos punts no pertanyents a S i
diferents de O. Demostreu que les condicions seguents son equivalents:

1) Pi pi son inversos respecte de S.

2) P i pi estan alineats amb 0 i existeix una circumferencia K ortogonal a S que passa

per P i P'.

3) Existeixen dues circumferencies distintes K i K' que passen per P i pi i son ortogonals
as.

GE43. Sigui S una circumferencia de centre 0, L una recta que no passa per 0 i C = L'

la circumferencia inversa de L respecte de S. Demostreu que si P i Q son punts simetrics

respecte de L, llavors els inversos pi i Q' de P i Q respecte de S son inversos respecte de C

(es a dir, la simetria respecte de Lila inversio respecte de C es corresponen per la inversi6

respecte de S).

GE 44. Considerem la figura 0.35, en la qual C i C' son dues circumferencies tangents del
mateix radi R. La recta L es una tangent comuna a C i C' i les circumferencies C� (n ;?; 1)
es determinen de manera que estiguin contingudes a la regi6 entre L, C i C' i que C� sigui
tangent a C�_l' C i C' (convenim que C� = L). Comproveu que C� es la inversa de C;
respecte de la circurnferencia puntejada i useu aquest fet per demostrar que el diametre de

C� es igual a R/n(n + 1) (la circumferencia puntejada es la que passa pels punts de contacte

de Lamb C i C' i que te per centre el punt de contacte de C i C').

GE45. A la figura 0.36, la circumferencia C' es interior, i tangent en el punt B, a la
circumferencia C i les circumferencies Co, Cl, ... es construeixen tal com indica la figura.

186



s. Xamb6

A

Co

C

Figura 0.36: Quin diiunetre te en?

Proveu que el diametre de Cn (n ;;: 1) es igual a Yn/n, on Yn es la distancia del centre

de en a la recta AB (indicacio: trobeu les inverses de Co, Cb ... , en-I, en respecte de la

circumferencia de centre B que es ortogonal a en).

4 La Raquel i en Pau resolen problemes

En aquesta seccio donem les solucions, en forma dialogada, de cinc problemes de la llista

(GE6, GE16, GE17, GE23 i GE35). Ens hem decidit a emprar aquest mitja perque ens ha
semblat adient per intentar explicar, a mes a mes de la solucio, algunes idees i processos

que ens semblen rellevants per a la resoluci6 de problemes de geometria. Les solucions
convencionals dels mateixos problemes, que son les que, en definitiva, s'exigeixen, les podeu
trobar a la seccio 5.

Als dialegs, en Pau i la Raquel son estudiants dedicats ala tasca d'aprendre a resoldre

problemes de geometria. A l'aula de ciencia-ficcio on treballen, l'Ariadna, una terminal

de darrerfssima generacio, segueix atentament els seus passos. Ocasionalment, quan ho
creu oportu, fa que l'Euclides, un dels seus module mes avancats, ajudi els estudiants a

retrobar el fil de les seves disquisicions. Per a aprofitar de manera optima les cavillacions de

l'Euclides, conve remarcar que te dos modes de funcionament. Un, que podem qualificar de

declaratiu, imita el proces de «sfntesi» dels antics grecs, es a dir, enuncia conclusions que

s'obtenen directament de les proposicions generades fins al moment mitjancant coneixements

establerts (i generalment coneguts). L'altre, que podem qualificar d'interrogatiu, imita el

proces d'«analisi» en el sentit dels antics, es a dir, fa preguntes clau amb les quals usualment

es redueixen a un curt nombre els coneixements que cal posar en joc per intentar aconseguir
l'objectiu del problema. Com veurem, els estudiants aprenen rapidament les tecniques de re­

solucio de problemes, i progressivament l'ajut que necessiten de l'Euclides es fa mes esporadic
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i considerablement rnes sofisticat.

Problema GE6

Despres de llegir l'enunciat, en Pau i la Raquel dibuixen la figura 0.37. Recorden molt be

que a l'inici de les classes el professor els va dir que, quan es tracta de resoldre problemes
de geometria, un dibuix pot esser decisiu. Amb tot aizo, pero, es el primer problema, estan

una mica cohibits i no saben ben be com comencar. Veient la situaci6, l'Ariadna soliicita a

l'Euclides que els ajudi.
p

Figura 0.37: El pentagon i la ra6 auria

EUCLIDES: EI quadrilater PQUT es un parallelogram.

RAQUEL: 'I'e rao, la diagonal QS es parallela al costat PT i la diagonal T Res paraHela al

costat PQ.
EUCLIDES: EI quadrilater PQUT es un rombe.

PAU: Es dar, PT = PQ perque el pentagon es regular.
EUCLIDES: Aixi QU = PT.

RAQUEL: Obvi.

EUCLIDES: Per tant, QS - PT = QS - QU = US.

P. I R.: Evident.

EUCLIDES: Els triangles QTU i RUS son semblants.

RAQUEL: Ja ho veig, podem aplicar el criteri AAA de semblanca,

PAU: EI que diu que dos triangles son semblants quan tenen els tres angles iguals?

RAQUEL: Sf, si no ho recordo malament.

L 'Euclides ha aprofitat aquests instants per acabar la seva tasca i descarrega dues linies

de simbols:
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E . P t t QQ 9Z 9..§. I QU -
PT 1

.

h
.

t b
.

UCLIDES. er an us
==

RS
==

PT'
com que US

-

QS-PT' pe que Ja em VIS, 0 tenim

9..§_ PT
que PT

==

QS-PT'

Passen els moments i L 'Euclides ja no diu res meso

R. I P.: I...?

EUCLIDES: Que volfeu demostrar?

PAU: Que el cost at del pentagon regular es segment auri de la diagonal.
EUCLIDES: I aixo que vol dir?

RAQUEL: Segons la definicio, que si a es la diagonal i x el costat, llavors a]» == x/(a - x).
EUCLIDES: I fins on hem arribat en mode directe?

L'Euclides diu «mode directe» al que nosaltres n'hem dit «declaraiiu», i diu «mode

invers» al que n'hem dit «interrogatiu», aixo eSJ el que ha emprat despres de «I...?»

P F· 1 1" 9..§_ PT
AU: InS a are aero PT

==

QS-PT'

R. I P.: Ah, ja ho veiem! Efectivament s'ha establert que el costat PT es segment auri de

la diagonal QS, i aixo acaba la prova!

Problema GE16

Ariadna tambe soliicita l'ajuda de l'Euclules, que comen!(a en mode interrogatiu.

EUCLIDES: Quina mena de coses us demanen?

PAU: No entenc que vol dir.

RAQUEL: Jo crec que ho se: hem de demostrar que es compleixen unes certes desigualtats.
EUCLIDES: Magnffic. Desigualtats ... ,

entre que?
PAU: Entre distancies.

EUCLIDES: Excellent. I de que disposeu per demostrar desigualtats entre distancies?

PAU: Jo nomes conec la desigualtat triangular.
EUCLIDES: Pots enunciar-la?

PAU: Sf: en un triangle, tot costat es inferior a la suma dels altres dos.

EUCLIDES: I com podrfem intentar aplicar-la ales desigualtats que ens demanen?

En Pau i la Raquel pensen un moment. No saben ben be que dir. L 'Euclides hi interne,
en mode declaratiu, per facilitar-los la tasca.

EUCLIDES: El problema demana dues desigualtats; en realitat estern en presencia de dos

problemes.
RAQUEL: Haurfem de fer un dibuix.
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c c

b)

b

A c B A c B

Figura 0.38: Figures usades per resoldre el problema 16

Amb un no res dibuixen la figura 0.38.a.

RAQUEL: Si posem 2p per denotar el perfrnetre de ABC, hem de veure, d'una banda, que

p < x + y + z, i, de l'altra, que x + y + z < 2p.
EUCLIDES: Us fare una pregunta mes explicita que l'anterior: com podeu usar la desigualtat

triangular per establir p < x + y + z?

PAU: Haurfem de cercar triangles, ala figura 0.38. a, en els que un costat estes relacionat

amb el perfrnetre i els altres dos amb els segments x, y i z.

RAQUEL: Els triangles PAB, PBC i PCA, per exemple?
PAU: Sf, per exemple. La desigualtat triangular, aplicada a PAB, ens dona C < x + y.

RAQUEL: I aplicada als altres dos ens dona, analogament, a < y + z i b < z + x.

PAU: Sumant les tres desigualtats tenim a + b + c < 2x + 2y + 2z.

RAQUEL: I com que a + b + c = 2p, en resulta que p < x + y + z, com volfem demostrar.

EUCLIDES: Heu demostrat una part del problema 16.

PAU: L'atra part era la desigualtat x + y + z < 2p.

RAQUEL: Si intentem de prosseguir I'analisi de l'Euclides, ara ens haurfem de preguntar
com podem usar la desigualtat triangular per establir x + y + z < 2p.

PAU: Com en el cas anterior, haunem de cercar triangles en els quais, a la inversa

d'abans, un costat estigui relacionat amb els segments x, y i z, i els altres dos,
amb el perfmetre.

Miren la figura 0.38. a i no aconsegueixen veure cap triangle que compleixi el que volen.

Per un moment no saben que fer. Tot d 'una, pero, la Raquel te un idea; Ii sembla bona i

aixa l'empeny a explicar les seves conseqiiencies sense pausa:

RAQUEL: No ens calla desigualtat triangular: es evident que x + y < b + c; analogament,
y + z < c + biz + x < a + c; sumant, 2x + 2y + 2z < 2a + 2b + 2c, es a dir,
x + y + z < 2p. I ja esta, hem acabat!

PAU: Aixo ha estat brillant, Raquel. Pero ... com veus que x + y < a + b?

190



S. Xamb6

RAQUEL: Hum!

PAU: Com que es una desigualtat entre distancies, potser el que hem d'intentar es

provar-Ia aplicant de nou la desigualtat triangular.
RAQUEL: Tens rao; ja ens hem convencut que es I'unica eina que coneixem per intentar

resoldre aquesta mena de questions.

En Pau completa la figura O.38.a fins a obtenir la figum O.38.b.

PAU: Crec queja ho tenim. Fixa-t'hi: x < AQ+ QP, per la desigulatat triangular; per
tant x + y < AQ + QP + y = AQ + QB; ara QB < QG + GB, altra cop per la

desigualtat triangular, d'on AQ + QB < AQ + QC + GB = AC + CB = b + a.

Per tant, x + y < b + a.

RAQUEL: Efectivament. I aixf sf que la demostraci6 es completa!

Problema GE17

Abans de passar a intentar resoldre el problema 17, en Pau i la Raquel llegeixen el seu

enunciat amb molta cum i dibuixen la figum O.39.a.

C

a) b)

A B

Figura 0.39: Figures usades per resoldre el problema 17

PAU: Em pregunto si el problema anterior, aplicat al baricentre G, ens donaria alguna
cosa.

RAQUEL: Podem provar-ho. Nemes ens caldria saber el valor de x+y+z lamb les notations

del problema anterior iamb P = Gj en termes de 11- [la suma de les tres mitjanesj.
PAU: AiXQ es facil. Sabem que AG = �AA', on A' es el punt mitja de BG. En altres

paraules, x = �rnA' on rnA es la mitjana corresponent al vertex A. Per tant

x + y + z = �11-.
RAQUEL: I com que p < x + y + z (pel problema 16), resulta que p < �11-'
PAU: Que es equivalent a �p < 11-, la primera de les relacions que volem demostrar. Que

passara amb la segona?
RAQUEL: Si apliquem la segona desigualtat del problema anterior, obtenim �11- < 2p.

PAU: Perc el que volem es f.1- < 2p. I f.1- < 2p es mes forta que �f.1- < 2p.
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RAQUEL: Perque �fL < tt, oi? Que hi farem! Haurem d'investigar una altra via.

PAU: Podem intentar aplicar la desigualtat triangular una altra vegada.
RAQUEL: Bona idea! Pel que hem apres fins ara, ens cal trobar triangles amb un costat

relacionat amb fL, i els altres dos, amb el perimetre.

Pensen una mica. Al final dibuixen la figura 0.39.b.

PAU: Com que A'B' = c/2, el triangle AA'B' te un costat, AA', que es la mitjana mA,
mentre que els altres dos costats son iguals a c/2 i b/2.

RAQUEL: Ergo, mA < c/2 + b/2. Analogament tenim m» < a/2 + c/2 i me < b/2 + a/2.
PAU: I sumant, fL < 2(a/2 + b/2 + c/2) = 2p.

La Raquel i en Pau es disposen a celebrar l'ezit. Encara no han tingut temps de comencar,

quan l'Euclides pregunta:

EUCLIDES: Creieu que les desigualtats obtingudes son optirnes?

L'interes amb que reben aquesta qiiesiio no els priva de prendre's un descans.

Consignem aquf nomes que quan van tornar a la questio es van adonar de les coses

seguents. Al problema 16, si fern P = C, llavors x + y + z = a + b + O. Per tant, si fern que
c sigui cada vegada mes petit, llavors 2p = a + b + c tendeix a a + b = x + y + z, i per tant

la desigualtat x + y + z < 2p no es pot millorar. Per altra banda, si fern P = A i fern tendir

c a 0, llavors x + y + z = 0 + a + c tendeix a a i p = (a + b+ c)/2 tendeix a (2a)/2 = a, amb

la qual cosa es veu que la desigualtat p < x + y + z tampoc no es pot millorar. Pel que fa

al problema 17, es van adonar, considerant un triangle amb c cada vegada mes petit, que la

desigualtat fL < 2p no es pot millorar, i considerant un triangle en el que C tendeix al punt
mitja de AB, que tampoc no es pot millorar la desigualtat �p < fl.

Problema GE23

EUCLIDES: Que ens demanen?

RAQUEL: Demostrar que el triangle ortic d'un triangle donat es el que te el perfrnetre mes

petit entre tots els triangles inscrits al primer.
PAU: Es a dir, es tracta de veure que una certa longitud es minima entre les que satisfan

unes certes condicions.

EUCLIDES: Quins enunciats coneixeu que permetin concloure que una longitud es minima?

RAQUEL: Jo nornes conec que entre totes les corbes que uneixen dos punts, la recta es la

que te longitud menor.

EUCLIDES: Podriem usar aquest coneixement per determinar si un triangle inscrit te perime­
tre minim?

PAU: No ho veig pas facil, ja que el triangle es una linia tancada.
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A R B A R B

Figura 0.40: Resoluci6 del problema de Fagnano

Fan una pausa per dibuixar la figura 0.40.a.

RAQUEL: Potser podrfem obrir-lo [el triangle PQRj; obrir-lo d'alguna manera que ens fos

util.

PAU: Genial! Potser una manera d'aconseguir-ho sigui canviar els costats QRiPR

pels seus simetrics QRI i QR" respecte dels costats AG i BG.

RAQUEL: Vegem quin aspecte tindria fent una figura,

Dibuixen la figura 0.40.b.

RAQUEL: La lfnia RIQPR" te, dones, la mateixa longitud que el perimetre del triangle
inserit PQR.

PA U : Sf, es dar; per les propietats de les simetries sabem que RI Q = RQ i R" P = RP.

RAQUEL: A mes ames, RI i R" no depenen en absolut de P i Q; nomes depenen de la

posici6 de R.

PAU: Ja veig com usar la propietat de la lfnia recta!

En Pau dibuixa la figura 0.41. a, mentre explica:

a) C b) C

R" R� _
-

-
--

A R B A R B

Figura 0.41: Resoluci6 del problema de Fagnano (continuaci6)

PAU: Si considerem el segment R' R", i aquest talla els segments AG i BG en els punts

QI i P', llavors RIR" es el perimetre del triangle P'Q'R. I com que R' R" es mes

curt que RI QPR" (0 igual, si per casualitat fos QI = Q i P' = P), el triangle
PIQI R te el perfrnetre mes petit (0 igual) que PQ R. De fet, es el de perfmetre
mes petit sempre que mantinguem R fix.
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RAQUEL: Ara haurfem de veure, dones, per quin punt ReI segment R'R" te longitud min­

ima, ja que llavors el triangle P'Q'R sera la solucio del problema.

En Pau i la Raquel romanen en silenci. No veuen que poden fer. Han arribat fins aqui
ajudats per l'Euclides en mode invers. Perque puguin seguir, l'Euclides canvia silbiiameni a

mode directe.

EUCLIDES: El triangle CR' R" es isosceles.

RAQUEL: Per que?
EUCLIDES: CR' = CR = CR" per les propietats de la simetries.

Per poder seguir, dibuixen la figura D.4l.b. Decideixen oblidar-se dels punts P i Q del

triangle inscrit inicial i usar les lletres P i Q per designar els punts que abans eren P' i Q'.

PAU: De fet, doncs, CR'R i CRR" tambe son isosceles.

RAQUEL: Ames, CA i CB son les altures dels dos darrers triangles respecte del vertex C.

PAU: En result a que l'angle fi!i5Rj, es el doble de l'angle AcE. Com que aquest darrer

es fix, fi!i5Rj' tambe es fix; vull dir que no depen de R.

RAQUEL: Tenim un triangle isosceles, R'CR", volem minimitzar la seva base R'R", i sabem

que l'angle oposat a la base es constant.

PAU: Sota aquestes condicions, la base sera minima quan els costats (que son iguals)
siguin minims.

RAQUEL: Com que els costats son iguals a CR, la base R'R" sera minima quan el segment
CR ho sigui.

PAU: Fantastic! CR es minim quan Res el peu de I'altura respecte del vertex C!

RAQUEL: Per tant, el triangle inscrit de perfrnetre minim es tal que Res el peu de I'altura

i P i Q es construeixen com ja s'ha indicat.

PAU: Com que el paper de R en les consideracions anteriors el podrien haver fet P 0

Q, realment P i Q tambe son els peus de les corresponents altures.

RAQUEL: De fet, hem demostrat, doncs, que el el triangle inscrit de perimetre minim es el

triangle ortic, i que els simetrics d'un vertex del triangle ortic respecte dels dos

costats que no el contenen estan alineats amb els altres dos vertexs (del triangle
ortic).

PAU: Es ben curios!

Menire celebren alegrament aquesies ezcellenis conclusions ...

EUCLIDES: On heu usat la hipotesi que el triangle es acutangle? Es, aquesta hipotesi,
indispensable? Podrieu usar la vostra conclusio per resoldre el problema 197
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Problema GE35

La Raquel i en Pau recorden que el cercle dels nou punts es el cercle A'B'G', on A', B', G'
son els punts mitjans dels costais, i que aquest cercle, iambe anomenat «d'Euler», passa

pels peus P, Q, R de les altures i pels punts mitjans A", B", C" dels segments HA, HB, HC.
Tambt: recorden, pel que han vist en problemes anteriors, que l'homotecia de centre G, el
baricentre, transforma el cercle circumscrit ABC en A' B'C'. Abans de decidir que fer,
dibuixen la figura 0.42 (e'ho arrangen de manera que A;;:: B;;:: C). D'acord amb l'enunciat,
el punt P' de l 'arc A'P es defineix de manera que 1 'arc A'P' = � A' P,. i els punts Q' i R' es

defineixen de manera similar.

RAQUEL: Volem veure que P'Q'R' es un triangle equilater.
PAU: Segur que aquf l'Euclides preguntaria: Com podem veure que un triangle es

equilater?
RAQUEL: Una manera de fer-he es aplicar la definicio: un triangle es equilater quan els

seus tres costats son iguals. Tambe n'hi ha prou veient que els seus tres angles
son iguals (necessariament d'amplitud 7r /3). El que encara no veig es com aplicar
algun d'aquests criteris al problema.

PAU: Ates que P'Q'R' estan sobre el cercle d'Euler, potser el segon criteri aniria millor.

A

P P' A' cB

Figura 0.42: Punts P',Q',R' del cercle d'Euler

RAQUEL: Ami tambe m'ho sembla. Haurfem de veure que, en el triangle P'Q'R', els angles
[ii, Qi i [ii tenen amplitud 7r /3.

PAU: Com que aquests angles estan inscrits al cercle d'Euler, aixo es equivalent a dir

que els arcs P'Q', Q'R' i R' P' sobre el cercle d'Euler tenen una amplitud de 27r /3
radians.
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RAQUEL: Potser no sera tan dificil com podia semblar. Sobre el cercle d'Euler hi tenim ara

12 punts i potser ens aniria be, abans de seguir, de deduir les amplituds d'alguns
dels arcs entre aquests punts.

PAU: Em sembla be. Els arcs A'B', B'C' i C'A', per exemple, son facils: les seves am­

plituds son les mateixes que les dels arcs AB, BC i C A sobre el cercle circumscrit

ABC, es a dir, iguals a 28, 2A i 2B.

RAQUEL: Suposo que la primera afirmacio que fas prove de l'homotecia que transforma

ABC en A' B'C', i que la segona surt directament del que sabem d'angles inscrits.

PAU: Efectivament.
A'B' = 28, B'C' = 2A, C'A' = 2B.

Ara ja no en veig cap meso

RAQUEL: Jo veig una relacio que potser ens pot donar quelcom meso Fixa-t'hi [mentre ho

diu, dibuxa la figura 0.43]: Com que A' es el punt mitja de BC i C" el punt mitja
de BH, resulta que A'C" es parallela a l'altura BH.

Figura 0.43: Determinaci6 d'angles centrals sabre el cercle d'Euler

PAU: Analogament A'B" es parallela a l'altura CR, etc.

RAQUEL: I aixi A'C"HB" es un parallelogram,
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PAU: I tot aixo que te a veure amb els angles?

La Raquel posa la lletra 0: a l'angle � i a l'angle �'.

RAQUEL: S6n iguals perque son angles oposats en un parallelogram.
PAU: Ja ho veig. Per angles inscrits altra vegada, 20: es igual a l'arc A'G'R i tambe a

l'arc A'B'Q.

RAQUEL: Els costats G" A' i G" H de l'angle A'(JIiH s6n perpendiculars, respectivament, als
costats AG i AB. Per tant, de fet, 0: = ..4.

PAU: Un gran pas: ara ja tenim que l'amplitud dels arcs A'B'Q i A'G'R es igual a 2..4.

RAQUEL: I per diferencia [B'Q = A'Q - A'B' i G'R = A'R - A'G') obtenim que B'Q =

2A - 2C i G'R = 2A - 2B. Analogament , sera A' P = 2B - 2C. Es a dir,

B'Q = 2A - 2C,G'R = 2A - 2B,A'P = 2B - 2C.

PAU: Ara ja podem calcular l'arc P'Q':

P'Q' = lA'P + A'B' + lB'Q3........... _3 ...... _

= �(B - G) + 2G + �(A - G)

:: �A + B + C)
3

Que Q'R' = 2; i R'P' = �, es veu de manera analoga.

En Pau i la Raquel dibuixen la figura 0.44, simplement per gaudir de veure amb imatges
el que han vist abans amb els ulls de la geametria. Abans de tenir temps de tancar la teminal

i els quaderns, l'Euclides te temps de generar una pregunta.

EUCLIDES: Que en podeu dir de les tres parelles d'arcs A'G" i B'G", PB" i G'B", QA" i

RA"?

Podem transcriure breument que la Raquel i en Pau van veure rapidament., usant que
les altures s6n bisectrius del triangle ortic, que RA" = QA" i, usant el treball fet en el

darrer problema, que RA" = Q A" = tt - 2..4. Analogament PB" = RBI! = 7r - 2B i

PG" = QG" = 7r - 2C. Aixo, i de nou amb els resultats del primer problema, els permet
veure que B'G" = G'B" = 7r - 2A i A'G" = PE" = tt - 2B.

5 Mostra de solucions

En aquesta secci6 s'inclouen solucions convencionals dels problemes GE6, GE16, GE17,
GE23 i GE35. Aquestes mateixes solucions les podeu trobar exposades en forma dialogada
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A

Figura 0.44: El triangle equilater F'Q'R'

a la seccio 4, la qual cosa pot tenir interes pels lectors que vulguin reflexionar amb mes

deteniment sobre el proces de resolucio de problemes.

Problema GE6

Considerem la figura 0.37 [pag. 188). EI quadrilater PQUT es un rombe, ja que la

diagonal QS es parallela al costat PT, la diagonal TRes paraHela al costat PQ i PT = PQ
(perque el pentagon es regular). Aixf QU = PT, d'on resulta que QS - PT = QS - QU =

US.
Per altra banda, els triangles QTU i RUS son semblants (criteri AAA de semblanca). Per

tant � = ¥S = ��. I com que � = QI!PT' pel queja hem vist, obtenim que � = Q:_�T"
Per tant, el costat PT es segment auri de la diagonal QS, per la definicio de segment auri.

Problema GE16

Com que ens demanen que demostrem dues desigualtats entre distancies, intentarem

aplicar la desigualtat triangular. Amb les notacions de la figura O.38.a, si posem 2p per

denotar el perfmetre de ABC, hem de veure, d'una banda, que p < x + y + z, i, de l'altra,
que x + y + z < 2p.

Per establir que p < x+y+z, fixem-nos en els triangles PAB, PBC i PC A. La desigualtat
triangular, aplicada a PAB, ens dona c < x+y. Analogament, a < y+z i b < z+x. Sumant
les tres desigualtats tenim a + b + c < 2x + 2y + 2z. Com que a + b + c = 2p, en result a que

p < x + y + z.

Manca veure la desigualtat x + y + z < 2p. Considerem la figura 0.38.b. Aplicant la

desigualtat triangular obtenim: x + y < AQ + QP + y = AQ + Q B < AQ + QC + C B =

AC+C B = b+a. Analogarnent, y+z < c+b i z+x < a+cj sumant, 2x+2y+2z < 2a+2b+2c,
es a dir, x + y + z < 2p.
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Problema GE17

El problema 16, aplicat 811 baricentre G, ens dona 181 primera desigualtat. En efecte,
arnb les notacions de 181 figura 0.39.a, sabem que AG = �AA', on A' es el punt mitja de
BC. En altres paraules, x = �mA' on mA es 181 mitjana corresponent 811 vertex A. Per tant

x + y + z = ��. Com que p < x + y + z (pel problema 16), resulta que p < ��, que es

equivalent a �p < u, Val a remarcar que si apliquem 181 segona desigualtat del problema
16, obtenim �� < 2p, que es una desigualtat mes feble que 181 desigua1tat � < 2p que vo1em
demostrar.

Per veure que � < 2p, considerem 181 figura 0.39.b. Com que A' B' = c/2, el triangle
AA'B' te un costat, AA', que es 181 mitjana mA, mentre que els altres dos costats son iguals a

e/2 i b/2. Per tant, mA < e/2 + b/2. Analogament., tenim me < a/2 + e/2 i me < b/2 + a/2.
Si ara sumem aquestes tres desigualtats, obtenim p, < 2(a/2 + b/2 + e/2) = 2p.

Problema GE23

Considerem 181 figura OAO.a. Volem veure que PQR te perimetre minim si i nomes si

PQR es el triangle ortic de ABC. Siguin R' i R" els simetrics del punt R respeete dels

costats AC i BC, respectivament (figura OAO.b). La lfnia R'QPR" te 181 mateixa longitud
que el perimetre del triangle inserit PQR. Si eonsiderem els punts d'interseecio, Q' i P', de

R'R" amb e1s costats AC i BC, respectivament (figura OAl.a), llavors el perfrnetre de P'Q'R
es igual a R'R". Com que 181 longitud de R'R" es inferior (0 igual) a 181 longitud de 181 linia

R'Q PR", veiem que el triangle P' Q'R es el de perimetre mes petit entre tots els triangles
inscrits PQR (amb R fix). Ara ens cal veure per quin punt R del costat AB te el segment
R'R" longitud minima, ja que llavors el triangle P'Q'R sera 181 solucio del problema.

Remarquem que el triangle C R' R" es isosceles (C R' = C R = C R" per les propietats de
181 simetries; vegeu 181 figura OAl.b). De fet, CR'R i CRR" tarnbe son isosceles i CA i CB

---

son son perpendiculars a RR' i RR". En resulta que l'angle R'CR" es el doble de l'angle
AcE. Com que aquest darrer es fix, i[i(jJj:' tambe es fix (es a dir, no depen de R). Per tant

181 base R'R" del triangle isosceles R'C R" te longitud minima si i nomes si els seus costats

tenen longitud minima. Pero com que els costats son iguals a C R, 181 base R'R" sera minima

quan el segment CR ho sigui, es a dir, si i nomes si Res el peu de l'altura del vertex C.

Analogament, es veuria que P i Q han de ser els peus de les altures de Ai B, respectivament.

Problema GE35

Recordem que el cercle dels nou punts es el cercle A' B'C', on A', B', C' son els punts
mitjans de1s costats, i que aquest cercle, tambe anomenat d'Euler, passa pels peus P, Q, R de

les altures i pels punts mitjans A", B", C" dels segments HA, H B, HC. Recordem tambe, pel
que hem vist en problemes anteriors, que I'hornotecia de centre G (el baricentre), transforma

el cercle circumscrit ABC en A' B'C'.
Considerem 181 figura 0.42 (suposarem que A � jj � C). D'acord amb l'enunciat, el punt

P' de l'arc A' Pes defineix de manera que I'arc arc (A' P') = �arc(AIP)j i els punts QI i RI es

defineixen de rnanera similar. Volem veure que PIQIRI es un triangle equilater, per 181 qual
cosa es suficient veure que els angles pi Qi i pi (del triangle PIQIR') tenen amplitud rr/3.
Com que aquests angles estan inscrits 811 cercle d'Euler, aixo es equivalent a dir que els arcs

P'QI, QIRI i RI P' sobre el cercle d'Euler tenen una amplitud de 2rr /3 radians.

Les amplituds dels arcs AIBI, BIC' i CIA' coincideixen amb les dels arcs AB, BC i CA
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sobre el cercle circumscrit ABC, es a dir , son iguals a 20, 2A i 2B (per I'homotecia que

transforma ABC en A'B'C' i per les propietats dels angles inscrits al cercle ABC). Per tant,

arc(A'B') = 20, arc (B'C') = 2A,arc(C'A') = 2B.

Considerem ara la figura 0.43. Com que A' es el punt mitja de BC i C" el punt mitja de

BH, resulta que A'C" es paraHela a l'altura BH. Analogament, B'A" es paraHela a l'altura

CHi C'B" es paraHela a l'altura AH. Per tant, A'C"HB' es un paraHelogram. Aixf obtenim

que els angles ;(ICiiH i ifiiiA, son iguals. Pero, per angles inscrits altra vegada, 20 e�l
a l'arc A'C'R i tambe a l'arc A'B'Q. A mes ames, els costats C"A' i C"H de l'angle A'C"H
son perpendiculars, respectivament, als costats AC i AB. Per tant, 0 = A. Tenim, doncs,
que l'amplitud dels arcs A'B'Q i A'C'R es igual a 2A. Per diferencia [B'Q = A'Q - A'B'

i C'R = A'R - A'C'] obtenim que B'Q = 2A - 2C i C'R = 2A - 2B. Analogament sera

A'P = 2B - 2C. Es a dir,

arc(B'Q) = 2A - 2C,arc(C'R) = 2A - 2B, arc (A'P) = 2B - 20.

Ara ja podem calcular l'arc P'Q':

arc(P'Q') = !arc(A'P) + arc (A'B') + !arc(B'Q)3� � � � A
= �(B - C) + 2C + HA - C)

:: ��A+ B+ 0)
3

Que arc(Q'R') = T i arc(R'P') = T' es veuen de manera analoga,
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